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' ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ
актуальность к обоснованность проблемы. • Разнообразие задач 

вычислительной математики требует применения различных численных 
методов, наиболее эффективных при решении задач определенного 
класса, метод интегральных уравнений /й У / и является таким эф
фективным методом решения внешних граничных задач для уравнений 
с постоянными коэффициентами, он позволяет свести задачу в бес
конечной области к задаче на конечной границе а также естествен
но учесть сложную форму граничных поверхностей. Применение этого 
метода к различным стационарным задачам довольно хорошо исследо
вано как экспериментально /в  работах В.А.Бакальца, В.И.Гординчу- 
ка, в.И.Дмитриева, Е .В.Захарова, В.П. Ильина, А .С.Ильинского, 
И.В.Людкевича, Б.А.Остудина, Ю.В.Пименова, А.Н.Тихонова, м.М.Ха- 
паева, А.Н.Чухлебова и д р . / ,  так и теоретически / в  работах 
В.В.Воронина, А.И.Гребенникова, А.С.Ильинского, Ю.И.Мокина, 
В.А.Цецахо и д р . / .  Г.раздо меньше исследованы нестационарные за
дачи, в том числе и смешанная внешняя задача Дирихле для волно
вого уравнения, которой посвящена рассматриваемая работа.

Зта задача служит моделью различных физических процессов, 
в частности, прЬблем гидроакустики, граничными функциями задач 
гидроакустики являются, как правило, гладкие импульсы конечной 
длительности, наибольшую трудность для анализа представляет тот 
случай, когда длина импульса сравнима с размерами граничной по
верхности. для широкого класса граничных поверхностей решение 
задачи в этом случае может проводиться только численными метода
ми. гидроакустические объекты, как правило, имеют сложную ферму, 
а также включают разомкнутые границы, последнее обстоятельство 
влечет необходимость дополнения исследований корректности поста
новки задачи для разомкнутых граничных поьерхн . тей. присутствие 
разомкнутых границ предполагает также доказательство эквивалент
ности исходной задачи соответствующему ИУ, поскольку в этом слу
чав формулы Грина места не имеют.

Наличие временной переменной увеличивает размерность зада
чи и требует применения эффективных численных Методов для ее 
стационаризации. поэтому представляет интерес о равнения Эффек
тивности методов, использующих принципиально различные подходы.
В качестве таких подходов в работе выбраны наиболее употреби
тельные:' метод ннтеградьных преобразований и проекционный метод



колло каци. по временной переменной. следует отметить, что исполь
зуемые преобразования чобышева-дагерра применяются не к исходной 
задаче, как это делается в работах В.А.Галазюка и А.Е.Музычука, 
а к эквивалентному ей нестационарному ИУ. Это пог- • ищет строить 
представление нетривиальной части решения на любом удалении от 
граничной поверхности, а не только вблизи ее. в результате при« 
менения обоих методов, получаем последовательность стационарных 
ИУ со слабыми особенностями в ядрах. Эти ИУ решаются методом 
интерполяции и коллокацш , хорошо проявившем себя при решении 
стационарных задач,

для эффективного использования в прикладных задачах числен
ных методов важно провести программную реализацию в таком виде, 
который обеспечивал бы кх применение к широкому классу гранич
ных поверхностей, однако в работах А.А.Гладкова, посвящанных 
рассматриваемой задача, исследуются только отдельные граничные 
поверхности канонического вида, в рабо • < А.Е.Музычука подверга
ется анализу уже класс гладких граничных поверхностей. В то же 
время, для исследования сложных гидроакустических объектов аде
кватным является более широкий класс кусочно-гладких граничных . 
поверхностей, класс рассматриваемых задач необходимо пополнить 
также такими, которые позволяют учесть Влияние поверхности и дна 
океана на распространение звука в воде. Это даст возможность 
строить во многих случаях более реальные математичеокие модели.

Таким образом, рассматриваемая работа посвящена решению 
важной задачи, для которой корректная постановка, формулировка 
в виде эквивалентных ИУ, а также разработка и исследование эф- . 
фективных методов решения представляет актуальную проблему.

целью настоящей работу является исследование корректности 
постановки смешанной задачи Дирихле для волнового уравнения в 
случае разомкнутых граничных поверхностей, формулировка этой за
дачи в виде эквивалентных ИУ типа волнового потенциала, разработ
ка методов численного решения этих ИУ, создание комплекса про
грамм для решения походкой задачи в случав кусочно-гладких гра
ничных поверхностей,

Научная новизна. Доказана корректность постановки смешанной 
задачи Дирихле для волнового уравнения в случае разомкнутых гра
ничит: поверхностей и двух пространственных переменных. Постро
ены ИУ, эквивалентные.исходной задаче в случае разомкнутых гра
ничных поверхностей. Предложен метод численного решения неста-
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набьч ,'ного ИУ о использованном интегральных преобразований чсбн- 
і ■ ^-рагарра. Этот метод получил програшну*) реализацию. метод 
коллскацша и кусочно-линейной аппроксимации» решения настационар- 
II о го ИУ, распространен на класс кусочно-гладких граничных повер
хностей а тштее на задачи в бесконечном слое, который і оце л гру ет 
влияние поверхности и дна океана на гидроакустические процессы. 
Эффективность обоих методов оопоставлаетоя при решении тестевих 
задач.

Практическая значимость исслелопаний. работа выполнена в 
плане научных иооледований госбюджетной и хоздоговорной тематик 
кафедры вычислительной математики Львовского госуниверситета, не
которые результаты внедрены в практику инженерного щюектйрова- 
нил Г1КБ электрогидравлики АН УССР /г.Николаев/. от внедрения на
учных разработок получен экономический эффект. Созданный комплекс 
прикладных программ монет использоваться при численном исследо
вании нестационарных нолей различной природы.

Апробация работы. Результаты исследований па тама диссерта
ции докладывались на всесоюзных школах молодых ученых "впел дшиа 
методы решения задач математической физики" /Львов, 1983/ и "Вы
числительные методы и математическое моделирование" /шушенское,
IPВС7, IX Всесоюзном симпозиуме по дифракции и распространению 
волн /Тбилиси, 1985/> Всесоюзной школе-семинаре "Применение ы т о -  
дов математической физики в электронной технологии" /л ьвов, 1986/, 
республиканских научно-технических конференциях "интегральны 
уравнения в прикладном моделировании" /киев 1933,1986/.

Публикации, цо їла те риалам диссертации опубликовано 6 работ.
Структура и обьам работы, диссертация состоит из вьедення, 

трех глав, заключения, приложения и списка литературы, рабоі а 
изложена на 126 страницах, включая 1Ь рисунков, ід таблиц. Спи
сок литературы содержит ?3 наименования.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

7 ) 0  введении обосновано актуальность и важность вопросов, 
составляющих предмет исследования. Прове цен краткий анализ совре
менного состояния проблемы, дан обзор работ но теыл диссертации. 
Приводите« аннотация работы. Показана научная новизна и практи
ческая* ценность поденных исследований.

В. первой глаы рассмотрены вопросы обоснования постановки 
смешанной задачи Дирихле для волнового уравнения в случае разом-
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кнутнх граничных поверхностей, доказана корректность постановки 
задачи в а  /чае двух пространственных переменных, а также обосно
вана эквивалентность исходной задачи соответствующим нестационар
ным ИУ.

рассмотрим постановку исходной^задачи в случае двух про
странственных переменных, пусть /і* .у  ^  -  объединение конечного
числа кусочно-Ляпуновских нзэамкну-шх ограниченных дуг к , ;  в 
двумерном пространстве И *  обозначим точки в К* через X 

У и т . д . , крайние- точки через эс* ( т ,  рас
стояние между точками У, и у. через ^ »ІХ -іМ  , расстояние 
от точки X  к контуру I .  через Г (Х ,ІЛ  , считаем, что 
каждая из двух сторон к .  называется положительной ( 1 + ) или 
отрицательной! ( 1 ~ )  в  зависимости от выбранного направления нор
мали п  к  к .  , а также, что для всякого І . .

Пусть требуется определить такую функцию Ц ( х , к ]  ,  которая 
при х  ї  Т. ,  і '“' О  является непрерывно-дифференцируемой и 
обеспечивает непрерывность функции О Н  = М і  ,  а также 
является непрерывной в пространстве Я * х С 0 , *°) . кроме этого
должны выполняться условия
□ и = X  О / 1/

и ( х , 0 ) -  К \ 1 Х , 0 )* 0  X е К ,

и .  ( Х , Ь  -  і  ( х , Ь  х е к .  ,  і  > 0  ,

м 2 - 1 т  * £ > { , Ы Л  , Х 6 І ,
4  С/Э

/г/
/з/

/ 4 /

Ііщ { =  0 , £іх,0>* ■£*•(*, хек, / 5 /

і ,  ( С т Ы * > 0  0 < \ И Н , Ь 0 1

•£-*со $ - > 0  '  / 6 /

У (^ Ді = 1 1 ' ^ ( Х 1Ь 1<И.„ ,

Сім 4*, {|}| (х,ЬЫ'~<*.Ь|}<ео , Ііт {Ґ *и и Д = 0  і’ і,2. / і /А -*** " о * 1 - * —<■ їй  
їХН» ІХИМ

>
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Золи некоторый контур Ц- замкнут, то к области 
причисляем те точки, которые не принадлежат ни контуру Ц  , ни 
области, которую он ограничивает, в атом случав крайние точки 

ЗГа:.< , И дуги Су.,«}'» . Су ( ^  отсутствуют, а
зна^г-условие / 5 /  на замкнутом контуре І ]  не рассматривается 

С л е д у ш м я  теорема доказывает эквивален ‘ .ость исходной за
дачи соответствующему щ у .

Теорема Т. Вели решение задачи / 1- 7/  существует, оно пред
ставляется .в виде

г , г : $ И - г - Г ц ) М , и .  т . л
І і]<«і • ос є /» , { * С ,  / § /

где -  функция Хевисайда, удовлетворяет следулце-
му уравнению с начальным условием

і

» I

х  (гі , і» С
/э /

.О'! = | о с , 0 к  ^ г х , 0 1 *С , И ' т  х ^ 1 .

, 4-»«« *

^ ‘ {|ё«Д>|+#с*,Ь|]<и Ы Л  .V I  , хе1 , /ю/
■4-»м ‘  ' гг

а при подстановке .'И в представление / в / ,  оно определяет 
такую функцию , которая имеет такой порядок гладкости,
как требуют условия задачи /т ./—/ 7 / ,  а также удовлетворяет усло
вию / б /  *

. и наоборот, если решение задачи /9/-/1.0/ существует, то 
формула /в / дает решение задачи /1 /-/7 /.

Корректность постановки задачи подтверждает следующая тео
рема.

, () Теорема 4 . Если функция | принадлежит пространству 
Скг {  ( I )  * С ' 1 № )  , то решение задачи / \ l - h t  существует в прострш’ 
СТВв СС)5-1£)* С1С0,®°) , единственно и непрерывно зависит
от функции j  , (здесь С ( С )  -.пространство функций, принад
лежащих пространству Сл на £ за исключением Г -  ок 
рестностей нерегулярных точек контура I* : / -  -  показатель ус
ловия рельдера тля нормали к линии I »  ■ ) ,

В случае грех пространственных переменных предлагается еле-
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дующая по'тшюпка задачи. Пусть 3 - V  Д -  объединение конечного
я»'

го числа н е• 
в

через X  ,  Н  и т .д . ,
• У '

■шутих куоочно-ляпуновских ограничении* поверхно
стей 5) в К ' , причем ннк-'чиш део поверхности не V  т  о б -

■>I  через расстояние
Ч ^ - - Х  4} \  . П0ТР( уем, чтобы сре- 

не было совпадающих.

гакх тсчок. обозначим точки в К 4 
множество точек крояпюшрхностя 
между точками X  и ^ через 
дц точек края любой из поверхностей />,
Пведом зееомодательные Поверхности 3, < р  . они образованы ок
ружностями радиуса 2 *• с  >цвнтрями в точках множа с >н У\̂ .
С крупности п>-строены в плоскостях, перпендикулярных краю 5 ;
Пусть Т)5 ;= ! , !х  [ / йЛ,- • считаем, что каждая из

•I х*Х* 7* > 1

двух сторон ра ас мкнутбВ ию ви рхн о от и называется полехитель-
ной (')] ) или отрииотошгей ( ) в зависшдости от нанрвлония
нормали П к /> „

Пусть требуется:о«ределять такую функция К ( з с / . ) ( которая 
при х ? £ .  , ЬО является пепрврывно-ди^раицируемой и обес
печивает непрорнвпость функции О Ц в  и ' 1 А  -  о  и  , а также яв
ляется непрерывной в пространстве К <[0с») 
выполняться условия

Кроме этого должны

□ м =  К V-* (ЭС, И -  л М ( X Я'» =* О

К ( Х , 0)= И Сое. 0> = О 

М ( х Д ) -  / ( х ,£ )

х  6  5  , I  »- О 

х е Я5, 
х е 5 , £ ’/ 0 ,

]• (тс,0)= (х ,0 ) - 0  , |£(Х,«У»'»1<С6> * « ! . ,

/ ; «  1 ..]  (|^и Л 1*|]|«.Ы Ы 5г° 1,0 •
гоч 5 /

/ 11/

/ 1 2 /

/13/

/14/

/15/

7( ( X ,{) * 0 (  1хГД |х1-е оо , £ V Ш  , 

( и г р  |Х| ( ( * Л )  + ; т  0  ■
Ч И  са

/1 6 /

: Ш /



Доказана следующая теорема эквивалентности.
Теопска й. Бали рзшенле задачи /11/-/17/ существует, спо 

прсдсташіяется в виде

и ( х , ъ =  х ё 5 , Ь 0 } / ш /

причем, функция Ц удовлетворяет условиям

И  Х * - М * 0 - ^

^-(1,0) = І(Х,С)-І ,1(Х,С^0 , І/(ї,сОі|<со ( / 2 -

а также при подстановке в формулу /щ/ определяет такую функцію 
И (хД) , которая имеет такой порядок гладкости, кик требуют 
условия задачи / ц / -/ і7/ и удбв/шть іряєт условию /із/.

И наоборот, если решение зсдо-н /ту/-/20/ существует, із 
формула /і8/ определяет решение задачи /11/-/17/.

В'фосол глава иоспяцнна построению численною решения не
стационарного ИУ /1 9 /  с помощью интегральные преобразований 
фебытева-Лагорра по временной переменной.

Трансформантой чебышева-дагерра И -г о  порядка функции 
 ̂ будем називать лате врал следующего вида

со в

где А.,, -  шогочлен чебшпева-лагерра Ч -ой степени,
ЭС -  числовой параметр, пусть функция непрерчппя.

Тогда на интервале {■£ [ 0,со) ;с  ..весом £ * в среднем имеет 
место равенство:

• і/;

^  Щ  ІІФ-- ЗЄ 2 __
*1 = О

/8 1 /

■ Применяя преобразования чебшеьа-лалеррв к И У /№/ Лиф 
:раз, .ясяуяавн последовательность стаааэдарних ИУ отн<?ситеявно



8

трансформант

1 \.€Г*гГ‘ »
$

5 /2 2 /

5 Г)1‘ ®

. , И-1 ,2,... , Л/,

где -  • IX —я трансформанта функции ^ ( у , 1 ) . построив
решение последовательности ИУ / 2 2 /  и используя формулу / 2 1 /  
с .Л1 -ой  частичной суммой вместо бесконечного ряда в пг-’чой 
ее части, можно с достаточной степенью точности определив не
известную плотность " , здесь проявляется сильная сто
рона интегральных преобразований Чебышева-лагерра: простота 
восстановления оригинала по трансформантам.

Для решения стационарных иу /2 2 / ,  содержащих слабые осо
бенности в ядрах, применяется метод коллокации и кусочно-линей
ной интерполяции трансформант по пространственным переменнш. 
Это позволяет свести последовательность ИУ /2 2 /  к последова
тельности систем линейных алгебраических уравнений /СЛАУ/. Ме
тод коллокации дает возможность контролировать .очность репе
ния ИУ /1 9 /  по удовлетворению им граничного условия в точках, 
не совпадающих о колло кашкшными. Выбор оптимального значения 
паролетра "йС позволяет добиться равномерного распределения 
погрешности 5гдовлетворения граничному условию на некотором 
конечном временном интервале [ 0 , Т ]  . значение параметра
выбирается такиу образом, чтобы достигалась требуемая точность 
при восстановлении оригинала £ о с .Ъ  по трансформантам, ме
тод интегральных преобразований получил программную реализацию 
для оссоим^°тр ;ого. учая. Он был апробирован на задачах 
тестового X • -г; . , • 1  ' /  . ' •
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третья глава посвящена численному решению нестационарно
го ИУ /1 9 /  с помощью метода коллакаики по временной переменной 
/пошагового метода/, пусть решение ИУ ищется на конечном времен
ном интервале [  0 , Т ]  . покрываем его равномерной сеткой

и Г т  =■ { | ( К - Л / г *  К - 1 , П * Н  } , h ^  = T / n ^

К плотности ИУ применяем кусочно-линейную аппроксимацию
л

{ е [т - * ' .
где (? ( $ )  -  значение фушщии в-1]| , ^ ) при £ - ^ к )

К , • < . » •  т 1 при ^  6  .

С помощью сетки определим следующее семейство времен
ных узлов коллокации' •

( V I  к--2,п*н] (Ге(-ММ*еигг.

Подставляем представление плотности в ИУ /1 9 /  и требуем его 
удовлетворения на временных узлах коллокации. в результате по
лучаем последовательность стационарных ИУ вида:

11 - - Ь х , й )  ,

5' Ф̂( Ч+Г ̂  9 (С,- с] ̂  -

'  11 
2 ) 1  (х)



-  ю< -

и л "1  л*І
&Л*).

0,4» * (*Л„)
гд* « 4  <•*•).= I <, £ 5. І. і л,Г М  -зр І ,

2)і ..(.х і . -  5 \ Л і ї х ) , К--  і; ( [ Л 1 - г  ) і П і  і ,

г- ] <  -  целая часть от числа. 
д л я  решения по.іу ни иной последавата ясности стационарных ИУ 

применяется, как и ранее, метод интерполяции и коллокацші но 
пространственным переменным, таким же о Драпом может быть ностро- 
оно решение нестационарного ИУ / э / .  Метод ИУ применяется и для 
решения смешанной задачи Пирихло в слое, в этом случае в качест
ва ядра ИУ / 1 9 /  и формулы /18/ пыотупает функция грина для 
этого слоя. Полученное И/ решается тем же пошаговым методом о 
несущественными поправками па усложнения ядра.

Пошаговый метод реализован в виде комплекса прикладных 
программ для задач на н.усочно-гладких граничных поверхностях 
а также для осесимметричных задач в слое. При расчетах установ
лено, что точность решения при пошаговом методе зависит от со 
отношения шагов по пространственной и временной переменной.
Если шаг но временной переменной становится меньше шага по про
странственной, то наступает явление неустойчивости, при неиз
менных вычислительных затратах и уменьшении длительности гра
ничного импульса, в сравнении с характерным размером граничной 
поверхности, отмечает.:я рост погрешности решения.

їаечотц тестовых г дач с помощью пошагового метода и мето
да интегральных преобразований показали преимущество первого 
метода по точности при меньших вычислительных затратах, вместе 
о том, зти результаты с достаточной степенью точности совпада
ют, что свидетельствует о корректной нрограшой реализации 
обоих методов, пошаговый метод- апробирован также на решении бо
лее сложных задач с кусочно-гладкими, граничными поверхностями 
в осесимметричном и пространственном случаях, расчатаны решения- 
некоторых осесимметричных задач в слое., временной профиль боль- 
шивства граничных функций предота.шяет собой конечный выброс 
в виде В -сплайна.
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ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ

1 . доказана корректность постановки смешанной задачи Ди
рихле для волнового уравнения с разомкнутыми граничными повер
хностями в случае двух пространственных переменных.

2 . показана эквивалентность постановок исходной задачи 
для разомкнутых граничных поверхностей соответствующим неста
ционарным ИУ первого рода в случае двух и трех пространствен
ных переменных.

3 . Реализован численный метод, использующий интегральные 
преобразования Чебышева-дагерра для решения нестационарного 
ИУ, эквивалентного исходной задаче.

4 . Для решения этого же ИУ программно реализован пошаговый 
метод по временной переменной.

5 . Для обоих методов на основе вычислительного эксперимен
та определены соотношения между параметрами дискретизации, ко
торые обеспечивают точность решения рассматриваемых задач близ
кую к оптимальной,

6 . На решении ряда тестовых задач проведено эксперименталь
ное сравнение эффективности реализованных методов. Более эффек
тивным оказался пошаговый метод.

7 . С помощью пошагового метода проведены расчеты ряда за
дач с кусочно-гладкими грани'шыми поверхностями в осесимметрич
ном и пространственном случаях. ЩЮЕедекы тшзке расчеты некото
рых осесимметричных задач в слое, часть созданных программ вне
дрена в инженерную практику.■
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