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АНАЛІЗ ПОХИБОК РЕКУРЕНТНИХ МЕТОДІВ ОБЧИСЛЕННЯ ДИСКРЕТНИХ 
ПЕРЕТВОРЕНЬ ФУР’Є ТА ХАРТЛІ В АРИФМЕТИЦІ З РУХОМОЮ КРАПКОЮ 

На основі статистичного методу проведено аналіз похибок рекурентних методів обчислення 
звичайних і модифікованих дискретних перетворень Фур’є та Хартлі на стрибкових і ковзних 
інтервалах в арифметиці з рухомою крапкою. Отримано аналітичні вирази для визначення сере-
дньоквадратичних значень похибок обчислення перетворень, на підставі яких проведено порівня-
льний аналіз точності рекурентних методів обчислення. 

В основі динамічного спектрального аналізу, який проводиться на ковзних або стриб-
кових інтервалах вхідного сигналу, тобто коли черговий інтервал вхідного сигналу включає 
відповідно один або декілька нових відліків і така ж кількість початкових відліків вхідного 
сигналу відкидається, лежить використання рекурентних методів обчислення дискретних пе-
ретворень Фур’є (ДПФ) та Хартлі (ДПХ) [1, 2], арифметична складність яких значно нижча 
за складність прямих та швидких методів обчислення дискретних перетворень, оскільки ре-
курентні методи враховують результати обчислення на попередніх інтервалах вхідного сиг-
налу. 

Важливим критерієм вибору методу обчислення є точність обчислення, яку він забез-
печує. В ряді робіт, зокрема, в [3 – 6], проведений аналіз похибок прямих та швидких методів 
обчислення ДПФ та ДПХ в арифметиці з рухомою крапкою. В основу аналізу покладений 
статистичний метод, при якому кожному джерелу елементарної похибки, що виникає внаслі-
док округлення або усікання результату операції додавання або множення,  ставиться у від-
повідність генератор випадкової похибки з рівномірним законом розподілу та робиться при-
пущення, що всі джерела елементарних похибок не корелюють між собою та з вхідним сиг-
налом, який є білим шумом. В якості кількісної оцінки точності обчислення приймаються 
середньоквадратичні значення (СКЗ) похибок обчислення перетворення та відношення СКЗ 
похибок обчислення до СКЗ перетворення, яке фізично інтерпретується як відношення по-
тужності шуму до потужності сигналу. 

В даній роботі ставиться задача провести аналіз арифметичних похибок рекурентних 
методів обчислення звичайних і модифікованих ДПФ та ДПХ на стрибкових і ковзних інтер-
валах в арифметиці з рухомою крапкою. 

Рекурентні методи обчислення звичайних і модифікованих ДПФ та ДПХ на стрибкових 
і ковзних інтервалах базуються на таких рекурентних виразах [2]: 
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де )k(F mi+ , )k(Fi  – звичайне ДПФ на )mi( + -му та i -му інтервалах відповідно; )k(H mi+ , 
)k(Hi  – звичайне ДПХ на )mi( + -му та i -му інтервалах відповідно; )k(X mi+ , )k(Xi – моди-

фіковане ДПФ або ДПХ на )mi( + -му та i -му інтервалах відповідно; ,2,1,0i =  – номер 
попереднього інтервалу вхідного сигналу; m  – зсув поточного інтервалу вхідного сигналу 
відносно попереднього інтервалу в межах від 1 до 1N − ; 1N,0k −=  –  номер значення пере-



творення; N  – розмір перетворення; )n(x  – послідовність вхідного сигналу; 
)N/nk2jexp(Wnk π−=  – базові функції ядра звичайного перетворення Фур’є ( 1j −= ); 

)N/nk2sin()N/nk2cos()N/nk2(cas π+π=π  – базові функції ядра звичайного перетворення 
Хартлі; )k)in(( +α  – базові функції ядра модифікованого перетворення, які для модифікова-
ного ДПФ визначаються як k)in(W + , а для модифікованого ДПХ – як )N/k)in(2(cas +π . 

Проведемо аналіз похибок на прикладі рекурентних методів обчислення модифіковано-
го ДПФ. Аналіз здійснюється на підставі виразів обчислення дійсної та уявної частин ДПФ 
за виразом (3), котрі для дійсної послідовності ( )nx  мають відповідно такий вигляд: 
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Рекурентні вирази обчислення дійсних та уявних частин ДПФ з врахуванням похибок 
обчислення виразів (4) та (5) мають такий вигляд: 
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де )X(Q  – значення X  з похибкою обчислення; дε , мε  – відносні похибки операцій дода-

вання та множення відповідно; 
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На підставі виразів (6) та (7) можна отримати рекурентні вирази для визначення похи-
бок обчислення дійсної та уявної частин ДПФ, які без врахування похибок обчислення ви-
щих порядків мають такий вигляд: 
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де )X(E  – абсолютна похибка обчислення значення X . 
На підставі виразів (8) та (9) можна отримати рекурентні вирази для визначення диспе-

рсій похибок обчислення дійсної та уявної частин ДПФ, котрі мають такий вигляд: 
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де ]X[D  – дисперсія значення X . 
На підставі виразів (10) та (11) рекурентний вираз для визначення дисперсії похибок 

обчислення ДПФ визначається як 
 ( )( )[ ] ( )( )[ ] ( )( )[ ] ( )[ ] [ ]+ε⋅=+= ++++ дmimimimi DkFDkFImEDkFReEDkFED  

 [ ] [ ] [ ]( ) [ ] ( )( )[ ]kFEDD
2

2mmDDtmxD iд

2

мд1 +







ε⋅

−+
+ε+ε⋅⋅∆+ . (12) 

Ітераційний вираз для визначення дисперсії похибок обчислення ДПФ в залежності від 
номера ітерації p  отримується на підставі рекурентного виразу (12) з урахуванням того, що 
для 0i =  ( )( ) 0kFE 0 = , та має такий вигляд: 
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Враховуючи вище визначені значення ( )[ ]kFD lm  та [ ]xD ∆ , вираз (13) приймає такий 
вигляд: 
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Прийнявши [ ] [ ] [ ]ε=ε=ε DDD дм , вираз (14) приймає такий вигляд: 
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Аналогічно визначається дисперсія похибок обчислення звичайного ДПФ, вираз для 
обчислення якої має такий вигляд: 
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Висновки 
В результаті аналізу похибок рекурентних методів обчислення ДПФ та ДПХ в арифме-

тиці з рухомою крапкою можна зробити такі основні висновки: 
1. Точність рекурентних методів обчислення ДПФ та ДПХ збігається. 
2. Точність рекурентних методів обчислення модифікованих ДПФ та ДПХ втричі вища 

за точність обчислення звичайних ДПФ та ДПХ при mN >>  (відповідно mp >> ) та збігаєть-
ся при Nm → . 

3. Точність рекурентних методів обчислення модифікованих ДПФ та ДПХ на стрибко-
вих інтервалах збігається з точністю обчислення на ковзних інтервалах. 

4. Точність рекурентних методів обчислення звичайних ДПФ та ДПХ на стрибкових ін-
тервалах збігається з точністю обчислення на ковзних інтервалах при mN >>  та втричі ниж-
ча при Nm → . 

Отримані результати можуть бути використані при апаратурній та програмній реаліза-
ції ДПФ та ДПХ на основі рекурентних методів обчислення для визначення розрядності да-
них в залежності від необхідної точності та кількості ітерацій обчислення. 
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