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До цього часу асимптотичними методами Крилова–Боголюбова–

Митропольського–Мосеєнкова досліджувалися гіперболічні рів-

няння другого порядку з малим параметром   у правій частині при 

умові, коли незбурене ( 0  ) рівняння має розв’язок у вигляді три-

гонометричного ряду Фур’є. Ці ж методи з припущенням мализни 

параметра   дозволили будувати наближений розв’язок крайової 

періодичної задачі для гіперболічного рівняння другого порядку, 

права частина якого містить малий параметр  , ліва частина – утво-

рена оператором Даламбера. У процесі дослідження логічно виникає 

запитання, при яких умовах незбурене ( 0  ) рівняння має 

розв’язок у вигляді тригонометричного ряду Фур’є. Їх встановленню 

присвячена дана робота. 

У першій частині роботи розглянуто незбурене рівняння, у лівій ча-

стині якого є оператор Даламбера, у правій частині – довільна фун-

кція  ,f x t . З використання операторного методу побудовано фор-

мальний розв’язок вказаного рівняння. Обґрунтовано ряд теорем і 

лем, які встановлюють умови існування класичного розв’язку кра-

йової 2 -періодичної по змінній x задачі для незбуреного рівняння. 

При цьому визначено конкретний клас функцій  ,f x t , у якому вка-

зана вище задача має класичний розв’язок. Виділено підклас функ-

цій  ,f x t , у якому класичний розв’язок поставленої задачі є непар-

ною функцією, а, отже, з врахуванням 2 -періодичності розклада-

ється у тригонометричний ряд Фур’є по синусах.  

Отримані результати дають можливість побудувати наближений 

розв’язок квазілінійної крайової 2 -періодичної по змінній x  задачі 

для гіперболічного рівняння другого порядку, права частина якого є 

функція  , ,F x t u з малим параметром  . У другій частині роботи 

наведено схему побудови наближеного розв’язку. Як нульове набли-

ження взято зображення класичного розв’язку крайової 2 -періо-

дичної по змінній x  задачі для незбуреного рівняння, встановленого 

в першій частині роботи. 
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Until now the hyperbolic second order equations with small parameter   

in right side have been researched by asymptotic methods of Krylov–Bo-

holiubov–Mytropolskyi–Moseienkov provided that undisturbed ( 0  ) 
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equation had solution as trigonometric Fourier series. With the assump-

tion of the parameter   is very small these methods allow to build an 

approximate solution of the boundary-value periodic problem for hyper-

bolic second order equation in which right side has small parameter   

and left side is formed by the operator of D’Alembert. In the process of 

research a logical question arises under which conditions the undisturbed  

( 0  ) equation has solution as trigonometric Fourier series. Our work 

is devoted to establishment of such conditions. 

In the first part of the article we consider the undisturbed equation in the 

left part of which there is the D’Alembert operator and on the right side 

there is an arbitrary function  ,f x t . Using the operator method, a for-

mal solution of this equation is constructed. The theorems and lemmas 

that establish the conditions for the existence of a classical solution to the 

boundary-value 2 -periodic in x problem for an undisturbed equation are 

proved. The specific class of functions  ,f x t  in which the above prob-

lem has a classical solution is defined. The subclass of functions in which 

the classical solution to the problem is an odd function and hence taking 

into account 2 -periodicity decomposes into a trigonometric sine series 

is selected. 

The obtained results make it possible to construct an approximate solution 

to a quasilinear boundary-value 2 -periodic in x  problem for a hyper-

bolic second order equation right side of which is a function F (x, t, u) 

with small parameter  . In the second part of the article the scheme of 

constructing an approximate solution is given. As a zero approximation, 

we take the representation of the classical solution to the boundary-value 

2 -periodic in x  problem for the undisturbed equation established in the 

first part of the article. 

 

Вступ. Крайова 2 -періодична задача 

для гіперболічного рівняння другого по-

рядку вигляду 

  2 , , , , ,tt xx t xu a u u f x t u u u     (1) 

    0, , 0,u t u t   (2) 

    , 2 ,u x t u x t   (3) 

досліджувалась у деякому прямокутнику 

 0 , 0 2T x t        асимптотичними 

методами [1, 2] у припущенні, що її 

розв’язок існує і зображається рядом Фур’є 

    
1

, , , sin ,k

k

u x t z t kx 




  (4) 

який автоматично задовольняє крайовим 

умовам (2). Це пов’язано з тим, що основна 

ідея застосування асимптотичних методів 

для розв’язання крайової 2 -періодичної 

по t  задачі (1)–(3) полягає у використанні 

теорії рядів Фур’є [3, 4]. Як відомо, для дос-

лідження рівняння (1) спочатку розглядають 

незбурене рівняння 

 2 ,tt xxu a u u   (5) 

яке одержується з (1), коли 0  , з тими ж 

крайовими умовами (2). Далі, припускаючи, 

що  
2

0,ak    1,2,3,...,k   за допомогою 

методу Фур’є [3] знаходять розв’язок рів-

няння (5) у вигляді ряду  

 

 

 
1

, ,0

cos sin sin ,k k k k

k

u x t

A t B t kx 






 
 (6) 

де  
2

k ak    – частоти нормальних 

коливань, 
kA  і 

kB  – сталі величини. Вважа-

ючи, що у зв’язку з мализною параметра   

форми коливань нормальних тонів при наяв-

ності збурення )0(   з великою точністю 

визначаться тими ж власними функціями 

sin kx , розв’язок збуреного рівняння (1) шу-

кають у вигляді ряду Фур’є (4), де  ,kz t   – 

функції, які потрібно визначити. Саме такі 

кроки дослідження пропонувалися у мину-

лому столітті [5–10] при вивченні крайових 

2 -періодичних по t  задач для різних видів 

гіперболічних рівнянь та систем. 
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Постановка проблеми. У даній роботі 

запропонована нова постановка крайової 

2 -періодичної по змінній x  задачі для 

більш загального гіперболічного рівняння 

    2 , , ,tt xxu a u g x t F x t u   . (7) 

Спочатку розглядається крайова 2 -пе-

ріодична по x  задача для лінійного неодно-

рідного рівняння вигляду 

  2 , , , 0 ,tt xxu a u f x t x t T    R  (8) 

    ,0 , 0, ,u x u x x  R  (9) 

        2 , , , , 0,u x t u x t x t T   R   (10) 

і досліджується, для якого класу функцій 

 ,f x t  існує розв’язок, що володіє властиві-

стю    , ,u x t u x t   . Далі за допомогою 

оператора, що породжує даний розв’язок, 

показано, як можна будувати послідовні на-

ближення розв’язку крайової 2 -періодич-

ної по x  задачі для квазілінійного рівняння 

 2 , , .tt xxu a u F x t u   

Для цього використовуються такі прос-

тори і класи функцій: 

C  – простір функцій двох змінних x  і  

t , неперервних і обмежених на  0,TR ; 

2,2C  – простір функцій Cu  таких, що
k l

t xD D u C ; 

xGR
 – простір функцій двох змінних x  і 

t , неперервних і обмежених на  0,TR  ра-

зом із похідною по x , 
1,0xG C

R ; 

xQ 2  – простір функцій  ,f x t , які задо-

вольняють на  0,TR  співвідношення 

   2 , ,f x t f x t  ; 

 ,L X Y  – простір лінійних і обмежених 

відображень X  в Y . 

        : , , , 2 , .aK f f x t f x t f x t f x t          

          : , , , , 2 , .aK f f x t f x t f x t f x t f x t              

Умови розв’язності лінійної задачі 

(8)–(10). Розглянемо функцію  ,au x t , ви-

значену оператором 
aP  таким чином: 

     , ,a au x t P f x t   

      , , ;a aL f x t L f x t   (11) 

    
 

 

0

1
, ,

4

x a tt

a

x a t

L f x t d f d
a





   

 

 

    

  
 

 
1

, ,
4

x a t

t x a t

d f d
a





   

 

 

    (12) 

    
0

, ,
4

x a

a

x a

t
L f x t d f d

a

 




   








     

  
 

 

0

, .
4

x a

x a

t
d f d

a

 

 

   


 

 

    (13) 

Справедливі твердження. 

Лема 1. Якщо функція  ,f x t   

2 ,x xG Q 
R

 то функція     , ,an au x t L f x t  

є частинним класичним   2,2,anu x t C  

розв’язком рівняння (8). 

Доведення. Обчислимо від функції 

    , ,an au x t L f x t  частинні похідні до 

другого порядку включно. Враховуючи фо-

рмулу (12), знаходимо 

 

    
 

 

 
 

 

0

1 1
, , , ,

4 4

x a t x a tt

a

x a t t x a t

L f x t d f d d f d
a a

 

 

       

   

   

      

  
      

0

,
, ,

4

t

aL f x t a
f x a t f x a t d

t a
    


      

   

      , , ;
4

t

a
f x a t f x a t d

a



            

  
      

0

, 1
, ,

4

t

aL f x t
f x a t f x a t d

x a
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1

, , .
4

t

f x a t f x a t d
a



           

Введемо позначення: 

   , , , ,x t a x a t      

   , , , .x t a x a t      

Матимемо 

      
 

2

2

0

, , , 1
,

4 2

t

aL f x t f fa
d f x t

t

   


 

   
    

   
  

   
 

, , 1
,

4 2
t

f fa
d f x t

    


 

  
    

  
  

 
       

0

, , , ,
, ;

4 4

t

t

f f f fa a
f x t d d

       
 

   

      
       

      
   

          2

2

0

, , , , ,1 1
.

4 4

t

a

t

L f x t f f f f
d d

x a a

       
 

   

       
      

       
   

Отже, 

     
 

2 2

2

2 2

, ,
, .

a aL f x t L f x t
a f x t

t x

 
 

 
 

Лему 1 доведено. 

Допоміжна лема. Нехай функція 

 , ,K x t   визначена інтегралом 

    
 

 ,

,

, , , .

x b t

x b t

K x t f d





   





   (14) 

Тоді для кожної 2 -періодичної по x  фун-

кції   2, xf x t C Q   функція  , ,K x t   є та-

кож 2 -періодичною по x . 

Доведення. Справді, на підставі фор-

мули (14) знаходимо 

   
 

 2 ,

2 ,

2 , , ,

x b t

x b t

K x t f d

 

 

    

 

 

    

 
 

 ,

,

2 ,

x b t

x b t

f d





   





    

 
 

 

 
,

,

, , , ,

x b t

x b t

f d K x t





   





   

а це означає, що функція  , ,K x t   – 2 -пе-

ріодична по x , якщо функція  ,f x t  –  

2 -періодична по x . 

Допоміжну лему доведено. 

Теорема 1. Якщо функція  ,f x t   

2 ,xC Q   то функція     , , ,a au x t P f x t  

визначена формулою (11), задовольняє кра-

йовим умовам (9) і умові періодичності (10). 

Доведення. Справді, згідно з допоміж-

ною лемою переконуємося у виконанні 

умови (10). Далі на підставі формул (11)–

(13) перевіримо виконання умов (9): 

    ,0 ,0a au x P f x   

     ,0 ,0a aL f x L f x    

 
0

1
,

4

x a

x a

d f d
a

 



   




    

 
0

1
, 0, ;

4

x a

x a

d f d x
a

 



   




     R  

     , ,a au x P f x    

     , ,a aL f x L f x     

 
 

 

0

1
,

4

x a

x a

d f d
a

 

 

   

 

 

    

 
 

 

0

1
, 0, .

4

x a

x a

d f d x
a

 

 

   

 

 

     R  

Теорему 1 доведено. 

Теорема 2. Якщо функція  ,f x t   

2

x xG Q  R
 і виконується умова 

 
  

   
2

2

,
0, , 0, ,

aL f x t
x t T

x


   


R   (15) 
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то функція      , ,a au x t P f x t  є частинним 

класичним   2,2,au x t C  розв’язком кра-

йової 2 -періодичної по x  задачі (8)–(10). 

Доведення. Згідно з теоремою 1 функ-

ція      , ,a au x t P f x t  задовольняє умовам 

(9)–(10). Враховуючи твердження леми 1 і 

умови теореми 2, доведемо, що функція 

     , ,a au x t P f x t  задовольняє рівнянню 

(8). Справді, обчислюючи частинні похідні 

функції  , ,au x t маємо 

  
       

,
, , ;

a

a at t

P f x t
L f x t L f x t

t

  


 

  
       

2

2

,
, ,

a

a att tt

P f x t
L f x t L f x t

t

   


 

    , .a tt
L f x t  (16) 

При знаходженні другої частинної по-

хідної    ,a tt
P f x t


 функції   ,aP f x t  вра-

ховано той факт, що функція   ,aL f x t  лі-

нійно залежна від аргументу t , тому друга 

частинна похідна    ,a
tt

L f x t


 тотожно до-

рівнює нулеві, тобто 

 
  2

2

,
0.

aL f x t

t





 (17) 

Беручи до уваги виконання умови (15) 

теореми 2, знаходимо наступні похідні: 

        ,, ,
;

aa a
L f x tP f x t L f x t

x x x

 
 

  
 

 
     2 2

2 2

, ,
.

a aP f x t L f x t

x x

 


 
 (18) 

Отже, враховуючи формули (16) і (18), 

одержимо 

     2 2

2

2 2

, ,a aP f x t P f x t
a

t x

 
 

 
 

     2 2

2

2 2

, ,
.

a aL f x t L f x t
a

t x

 
 

 
 

На основі твердження леми 1 отримуємо 

     
 

2 2

2

2 2

, ,
, ,

a aP f x t P f x t
a f x t

t x

 
 

 
 

а це означає, що функція  ,au x t   

   ,aP f x t  є класичним розв’язком  

2 -періодичної по x  задачі (8)–(10), а  

функція     , ,a az x t L f x t  при виконанні 

умов (15), (17) є розв’язком однорідного рів-

няння 

2 2
2

2 2
0.

z z
a

t x

 
 

 
 

Теорему 2 доведено. 

Зауваження. Для остаточного з’ясу-

вання умов розв’язності задачі (8)–(10) зали-

шається встановити клас функцій  ,f x t , 

для якого виконується умова (15). 

Функцію     , ,a az x t L f x t  запи-

шемо так: 

       , ,
4 4

a

t t
L f x t x x

a a


 

 


     (19) 

де 

    
0

, ;

x a

x a

x d f d

 



    




    (20) 

    
 

 

0

, .

x a

x a

x d f d

 

 

    

 

 

    (21) 

Знайдемо похідну функції  x . На ос-

нові формули (20) одержуємо 

      
0

, ,x f x a f x a d



            

    
0 0

, , .f x a d f x a d

 

            (22) 

У другому інтегралі рівності (22) зро-

бимо заміну змінної ,     ,d d    

0.    Тоді рівність (22) запишеться так: 

   
0

,x f x a d



        

  
0

, .f x a a d



         (23) 

Рівність 

   0,x x    R  (24) 

виконується тоді і тільки тоді, коли рівність 

(23) дорівнює нулеві. Це можливо, коли  

 2 1,a k k  N  (25) 
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і у класі функцій 

    : , ,aK f f x t f x t     

    , 2 , .f x t f x t      (26) 

Якщо виконуються умови (25) і (26), то 

на основі рівності (23) отримуємо 

   
0

,x f x a d



        

  
0

, 0,f x a d x



       R  (27) 

і  

   , .x const A x    R  (28) 

Аналогічно знаходимо похідну 

    
0

,x f x a



         

  ,f x a d        

  
0

,f x a d



        

   
0

, .f x a d



       (29) 

У другому інтегралі рівності (29) прове-

демо заміну змінної .   При вико-

нанні умов (25) і (26) маємо

      
0 0

, ,x f x a d f x a d

 

                  

     
0 0

, ,f x a d f x a a d

 

                    

       
0 0

, 2 1 ,f x a d f x a k d

 

                     

     
0 0

, ,f x a d f x a d

 

                    

     
0 0

, , 0, .f x a d f x a d x

 

                 R  

Отже, 

   , .x const B x    R  (30) 

Тепер на підставі доведених рівностей (28), 

(30) і рівності (19) одержуємо 

   , .
4 4

a

t t
L f x t A B

a a



 


    (31) 

Справедливе твердження. 

Теорема 3. Якщо функція  ,f x t   

,x

aG K
R

 то функція 

     , ,a au x t P f x t   

  , ,
4 4

a

t t
L f x t A B

a a



 


    

де 

 
0

, ;

x a

x a

A d f d const

 



   




    

 
 

 

0

,

x a

x a

B d f d const

 

 

   

 

 

    

при 2 1,a k   ,kN  є частинним класич-

ним   2,2,au x t C  розв’язком крайової 

2 -періодичної по x задачі (8)–(10). 

Доведення базується на тому факті, що 

функція   ,
4 4

a

t t
L f x t A B

a a



 


    за-

довольняє умові (15) теореми 2 і є розв’яз-

ком однорідного рівняння .02  o

xx

o

tt uau  

Якщо розглянемо клас функцій

           : , , , , 2 , ,aK f f x t f x t f x t f x t f x t              (32)

то справедливі твердження. 

Теорема 4. Якщо функція  ,f x t   

,x

aG K 
R

 то функція  ,au x t   

     , ,a aP f x t L f x t   є при 2 1,a k   

kN  розв’язком крайової 2 -періодичної 

по x задачі (8)–(10). 

Доведення. Справді, так як 

 , ,af x t K   на основі формул (20) і (21) 

маємо 
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   0 0, 0 0.A B      

Звідси випливає, що   , 0,aL f x t   

   , 0, ,x t T  R  а отже    , ,au x t x t   

     , ,a aP f x t L f x t   є розв’язком кра-

йової 2 -періодичної по x  задачі (8)–(10). 

Теорему 4 доведено. 

Теорема 5. Якщо функція  ,f x t   

,x

aG K 
R

 то функція  ,au x t   

     , ,a aP f x t L f x t   задовольняє і 

крайовим умовам 

     0, , 0,a aP f t P f t    

тобто      0, , 0.a aL f t L f t   

Доведення. На основі формули (12) 

отримуємо 

    
 

 

 
 

 

0

1 1
0, , , 0;

4 4

a t a tt

a

a t t a t

L f t d f d d f d
a a

 

 

       

  

  

       

    
 

 

 
( )

0 ( )

1 1
, , ,

4 4

a t a tt

a

a t t a t

L f t d f d d f d
a a

   

   

        

   

   

       

 
 

 

 
 

 

0

1 1
, ,

4 4

a t a tt

a t t a t

d f d d f d
a a

 

 

         

  

  

         

 
 

 

 
 

 

0

1 1
, , 0.

4 4

a t a tt

a t t a t

d f d d f d
a a

 

 

       

  

  

       

Теорему 5 доведено. 

Доведемо ще одну властивість функції 

     , ,a aP f x t L f x t   

      , , .a aP f x t P f x t     (33) 

З формули (12) одержуємо 

       
 

 

 
 

 

0

1 1
, , , ,

4 4

x a t x a tt

a a

x a t t x a t

P f x t L f x t d f d d f d
a a

 

 

       

     



     

          

 
 

 

 
 

 

0

1 1
, ,

4 4

x a t x a tt

x a t t x a t

d f d d f d
a a

 

 

       

   

   

          

 
 

 

 
 

 

0

1 1
, ,

4 4

x a t x a tt

x a t t x a t

d f d d f d
a a

 

 

       

   

   

        

 
 

 

 
 

 

  
0

1 1
, , , .

4 4

x a t x a tt

a

x a t t x a t

d f d d f d P f x t
a a

 

 

       

   



   

 
     
 
 

     

Отже, при  , af x t K   функція 

     , , ,a au x t x t P f x t   є непарною по x , 

тобто виконується умова (33). 

Властивість (33) доведено. 

Тепер можна, використовуючи теорему 

Стеклова [3, с.115], сформулювати твер-

дження про розклад функції (непарної) у ряд 

Фур’є. 

Теорема 6. Якщо функція  ,f x t   

,x

aG K 
R

 то розв’язок крайової 2 -періо-

дичної по x  задачі (8)–(10)    , ,au x t x t 

     , ,a aP f x t L f x t   розкладається у 

тригонометричний ряд Фур’є вигляду (4) 

    
1

, ,0 sink

k

u x t z t kx




 . (34) 

Таким чином, ми знайшли клас функцій 

,aK  який дозволяє вирішити проблему іс-
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нування і розкладу розв’язку крайової ліній-

ної 2 -періодичної по x  задачі (8)–(10) у 

ряд Фур’є. 

Побудова наближеного розв’язку ква-

зілінійної крайової 2-періодичної по x за-

дачі. Розглянемо крайову 2 -періодичну по 

x задачу 

  2 , , ,tt xxu a u F x t u   (35) 

    ,0 , 0,u x u t   (36) 

    2 , , ,u x t u x t   (37) 

при такому припущенні: для кожної функції 

 , au x t K   скалярна функція   , , ,F x t u x t

правої частини рівняння (35) задовольняє 

умові   , , , .aF x t u x t K   

Щоб вказане припущення виконува-

лося, нам потрібно довести дві властивості 

оператора : 

1)      , , ;a aL f x t L f x t    

2)      , , .a aL f x t L f x t    

Доведемо першу властивість. Викорис-

товуючи формулу (12), одержуємо 

    
 

 

0

1
, ,

4

x a tt

a

x a t

L f x t d f d
a

 

 

    

  

  

     

 
 

 
1

,
4

x a t

t x a t

d f d
a

 

 

   

  

  

    

 
 

 

0

1
,

4

x a tt

x a t

d f d
a





    

 

 

     

 
 

 

  
1

, , .
4

x a t

a

t x a t

d f d L f x t
a





    

 

 

     

Властивість 1) доведена. 

На основі цієї ж формули (12) доведемо 

другу властивість. Маємо 

    
 

 

 
 

 

0

1
, ,

4

1
, .

4

x a tt

a

x a t

x a t

t x a t

L f x t d f d
a

d f d
a

 

 

 

  

    

   

  

  

  

   

  



 

 

 

Зробимо у даній рівності заміну змінної 

.   Отримаємо 

    
 

 
1

, ,
4

x a tt

a

x a t

L f x t d f d
a



 

     

  

  

       

 
 

 0
1

,
4

x a t

t x a t

d f d
a





    

  

  

     

 
 

 

 
 

 

  

0

1
,

4

1
, , .

4

x a tt

x a t

x a t

a

t x a t

d f d
a

d f d L f x t
a









   

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Отже, якщо функція  , ,af x t K   то 

  , .a aL f x t K    

Тоді вибираємо довільну функцію 

 , af x t K   і за нульове наближення прий-

маємо функцію 

    0 , , ,a au x t L f x t K    

     1 0, , ,au x t L F u x t  

     2 1, , ,au x t L F u x t  

     3 2, , ,au x t L F u x t  

…………………………. 

     1, , , 1,2,3,...,n a nu x t L F u x t n    

де     1 1, , , , .n nF u F x t u x t n  N  

Зауважимо, що всі наближення 

 ,n au x t K   на основі властивості опера-

тора .aL  

Висновки. 1. Досліджено крайову  

2 -періодичну задачу для лінійного неод-

норідного гіперболічного рівняння другого 

порядку, ліва частина якого оператор Да- 

ламбера 2 2 2 2 2t a x     . 

2. Встановлено клас функцій двох змін-

них  ,f x t , для яких існує частинний кла-

сичний розв’язок вказаної задачі.  

3. Виділено підклас знайденого класу, у 

якому класичний розв’язок крайової 2 -пе-

ріодичної по x задачі для неоднорідного гі-

перболічного рівняння є непарною функ-

цією. 

4. Запропоновано схему побудови послі-

довних наближень розв’язку квазілінійної 

крайової 2 -періодичної по x  задачі. 
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