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Б.С. Окрепкий, Н.Г. Хома 

Тернопільський національний економічний університет 

ВИЗНАЧЕННЯ ТЕМПЕРАТУРНОГО ПОЛЯ В ШАРІ З УРАХУВАННЯМ ТЕПЛООБМІНУ 

ЧЕРЕЗ ТОНКИЙ ПРОМІЖКОВИЙ ШАР 

 
Побудовано розв’язок осесиметричної температурної задачі для ізотропного шару скінченої товщини з 

урахуванням теплообміну між шаром і зовнішнім середовищем через тонкий проміжковий шар. Отримано 

формулу для визначення температурного поля в будь-якій точці шару. Досліджено вплив коефіцієнтів 

теплопровідності, теплообміну і контактної провідності  проміжкового шару на розподіл температури в шарі. 

Ключові слова: температура, проміжковий шар, коефіцієнти теплообміну і теплопровідності, контактна 

провідність, ізотропні матеріали 
 

Б.С. Окрепкий, Н.Г. Хома 

Тернопольский национальный экономический университет 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРНОГО ПОЛЯ В СЛОЕ С УЧЕТОМ ТЕПЛООБМЕНА 

ЧЕРЕЗ ТОНКИЙ ПРОМЕЖУТОЧНЫЙ СЛОЙ 

 
Построено решение осесимметричной температурной задачи для изотропного слоя конечной толщины с 

учетом теплообмена между слоем и внешней средой через тонкий промежуточный слой. Получена формула для 

определения температурного поля в любой точке слоя. Исследовано влияние коэффициентов теплопроводности, 

теплообмена и контактной проводимости промежуточного слоя на распределение температуры в слое 

Ключевые слова: температура, промежуточный слой, коэффициенты теплообмена и теплопроводности, 

контактная проводимость, изотропные материалы 

 

B.S. Okrepkyi, N.H. Khoma 

Ternopil National Economic University 

DETERMINATION OF A TEMPERATURE FIELD IN THE LAYER WITH THERMAL 

EXCHANGE THROUGH ATHIN INTERMEDIATE LAYER 

 
The solution of the axisymmetric temperature task for the layer under non ideal contact taking into account thin 

intermediate in the case of isotropic material has been built. Heat exchange with the outside environment occurs from the side 

surface of thin intermediate layer and on the free surface of the layer according to the Newton’s law. The temperature in the 

layer is found by means of the Hankel’s transformation to the Laplace’s equation written in the cylinder coordinates system. 

Producing the boundary conditions for the temperature on the surfaces the task is reduced to the system of integral equations 

relatively unknown functions due to which the temperature in the layer is found. The graph of the temperaturedistribution for 

the layer temperature distribution have been investigated. It was shown that these coefficients affect sufficiently on the 

temperature field in the layer. 

Key words: temperature, intermediate layer, coefficients of heat exchange and thermal conductivity, contact conductivity, 

isotropic materials. 

 

Постановка проблеми. Визначення деформацій і напружень з урахуванням температурних 

факторів є важливим завданням для дослідження міцності деталей машин і елементів конструкцій 

у місцях їхньої взаємодії, при розрахунку конструкцій на пружній основі для раціонального 

використання конструкцій і несучої здатності основи. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. У працях [1–4] досліджено вплив температурних 

факторів на характер контактної взаємодії тіл. Зокрема, у роботі [3] розв’язана задача 

теплопровідності для системи тіл циліндр-шарпри неідеальному тепловому контакті у випадку 

ізотропних матеріалів. Проте недостатньо вивченими є задачі теплопровідності з урахуванням 

теплообміну через тонкий проміжковий шар. 

Мета роботи. Побудувати розв’язок  осесиметричної температурної задачі для ізотропного 

шару скінченої товщини з урахуванням теплообміну між шаром і зовнішнім середовищем через 

тонкий проміжковий шар. Дослідити вплив коефіцієнтів теплопровідності, теплообміну, 

контактної провідності проміжкового шару на розподіл температурного поля в шарі. 

Постановка задачі. Нехай задано ізотропний шар скінченної товщини L. На верхній основі 

шару здійснюється теплообмін шару із зовнішнім середовищем по закону Ньютона, а на нижній 

основі через тонкий проміжковий шар [3, 6]. 

При заданих припущеннях необхідно визначити температурне поле в шарі.  

Викладення основного матеріалу. Введемо циліндричну систему координат r, θ, z, центр 

якої лежить на нижній основі шару, а вісь OZ спрямована вертикально вверх. Таким чином 

запропонована задача розв’язується при наступних граничних умовах: 
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 – оператор Лапласа; 

1,H H  – коефіцієнти теплообміну шарів із зовнішнім середовищем; 

z – коефіцієнт теплопровідності шару; 

0 0,   – коефіцієнти теплопровідності і теплообміну проміжкового шару; 

0h – контактна провідність; 

Тс, Т0– температура зовнішнього середовища. 

Розв’язування крайової задачі для рівняння теплопровідності. 

Відомо [7], що в осесиметричному випадку температурне поле для ізотропного тіла 

визначається із рівняння 

.   (3) 

Для визначення температурного поля в шарі введемо трансформанту Ганкеля функції T (r, z) 

нульового порядку 
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де 0 ( )J   – функція Бесселя першого роду дійсного аргументу; 
r
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L
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Задовільнивши граничні умови (1), (2), з урахуванням (5) одержимо систему інтегральних 

рівнянь відносно функцій 1( )   і 2 ( )  : 

1 1 1 2 0 1 0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )k e k e J d k T        


            (0 )   (6) 

 1 1 2 2 0 0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) cf f J d T        


     (0 )   (7) 

де 1 1k H L ,    

3

0 0
0

0

2

z

h L


 
 , 

2 3
3 20 0 0 0 0 0

1

0 0 0 0

2
( ) 2 1 2 1

2 z z

h L h L h L
f

h h

  
   

   

   
        

   
, 

2 3
3 20 0 0 0 0 0

2

0 0 0 0

2
( ) 2 1 2 1

2 z z

h L h L h L
f

h h

  
   

   

   
         

   
. 

Застосувавши формулу обернення інтегрального перетворення Ганкеля до рівнянь (6), (7), 

одержимо систему рівнянь відносно функцій 1( )   і 2 ( )  : 

1 1 1 2 1 0
0

1 1 2 2 0
0

( ) ( ) ( ) ( ) lim ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) lim ( ),c

e k k e k T

f f T

        

        







    

   
 (8) 
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де 0 0

0

( ) ( ) ( )J J d       


    – дельта-функція Дірака. 

Розв’язок системи рівнянь (8) матиме вигляд: 
2

1 01
2 1

0
1 1

1
1

( )
( ) ( ) lim ( ),

( )
( ) ,

( )

k Te k
e

k k




     
 


 






   

 





 (9) 

де   

  4 2 2

1 2 1 0 1 1 2 1 1 0

1 1 0 2 1 0
0 0

( ) 2 ( ) sh ( ) ) ch ,

( ) 2 lim ( ) ( ) ( ) lim ( ) .c

k k k k

k T f k e T

           

       

 

           

      
 

 (10) 

Температурне поле в шарі, згідно з формулами (5), (9), (10), знаходиться за формулою 

1

0 0

0

( )
( , ) ( , ) ( )

( )
T T G J d


     



 
 


 

1
0 0

1 0 1

( 1) 1
( )

(1 / ) 1
c

k
T T T

k



 

 
  

 
( 0 1,  0 )  ,  (11) 

де 1( , ) sh ( 1) ch ( 1) ,G k           

1 1

0 0 1 1 0 0 12 , 2( ),h r h r r                                                (12) 

2 2
10 0

0 1 0

0 0 0

, ,z L h LL
r r h



  
   . 

Зроблені числові підрахунки і побудовані графіки розподілу температур Т / Т0  в шарі при 

фіксованих значенняхТс=0, 1k   . 

1

0 0 1 0 1

( 1) 1
1 (1 )

(1 / ) 1

cT kT

T T k



 

 
  

 
. 

 

 
 

Рис. 1. Розподіл температури по товщині шару при  0 1r  та 1 1r  в залежності від контактної 

провідності 
1

0h . Крива 1:  0;2:  0,5; 3:  1. 
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Рис. 2. Розподіл температури по товщині шару при  
1

0 1h  , 1 1r  в залежності від параметра 

0r . Крива 1:  0;2:  0,5; 3:  1. 

 

 

 
 

Рис. 3. Розподіл температури по товщині шару при  
1

0 1h  , 0 1r  в залежності від 

параметра 1r .Крива 1:  0;   2:  0,5;   3:  1 

 

Висновки. Застосовуючи інтегральне перетворення Ганкеля температурна задача зведена до 

знаходження деяких функцій із системи лінійних алгебраїчних рівнянь, через які визначається 

температурне поле в будь-якій точці шару. 

Результати підрахунків показують, що контактна провідність 
1

0h , коефіцієнти 

теплопровідності 0 і теплообміну 0  проміжкового шару значно впливають на розподіл 

температури в шарі. 
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