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Розглянуто один клас вироджених параболічних рівнянь. Для рівнянь з цього класу

побудований фундаментальний розв’язок задачі Коші, досліджено його властивості й

одержано деякі застосування цих властивостей. Зокрема, знайдено необхідні та достатні умови,
за виконання яких розв’язки однорідних рівнянь набувають вигляду інтегралів Пуассона

функцій чи узагальнених борельових мір зі спеціальних просторів
( )ak

pL ,0 , ∞≤< p1 , і

( )akM ,0 .

Ключові слова: вироджені параболічні рівняння, фундаментальний розв’язок задачі Коші,
коректна розв’язність задачі Коші, інтегральне зображення.

У 1975 році С.Д.Ейдельман і Г.П.Малицька [ ]10 означили новий клас

вироджених параболічних рівнянь довільного порядку, які узагальнюють класичне

рівняння дифузії з інерцією А. М. Колмогорова. Задача Коші та якісні властивості

таких рівнянь описані у [ ]84− . Ми для рівнянь з цього класу у випадку, коли наявні

виродження на початковій гіперплощині, побудували фундаментальний розв’язок
(ФР) задачі Коші, дослідили його властивості, навели теореми про коректну

розв’язність задачі Коші та про інтегральне зображення розв’язків для однорідних

рівнянь зі слабким виродженням на початковій гіперплощині. Наведені нижче

результати аналогічні до одержаних у [ ]3 .
Використовуватимемо такі позначення:
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( ) ( )( )41,1,,, ≤≤≤≤≡ lnjtxtx llj ττ ; ( ) ( )[ ] ( )








−−≡ ∑∑
= =

−
4

1 1

1 ,,exp,;,
l

n

j

q

ljlj
lq

c

l

txtBcxtE ξττξτ ;

( ) ( ) ( )







≡ ∫
t

c
d
c

d
dxtExtE

τ γα
γξτξτ exp,;,,;, ; ( ){ }n

H xHtxt R∈∈≡Π ,, ;

Т – задане додатне число; i – уявна одиниця.
Розглянемо рівняння вигляду
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де коефіцієнти [ ] C→Tak ,0:
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, [ ]Tt ,0∈ , є рівномірно параболічним за

Петровським; R∈∃ A ( ]Tt ,0∈∀ : ( ) Ata ≤0Re .

Фундаментальним розв’язком задачі Коші для рівняння (1) називатимемо

функцію ( )ξτ ,;, xtZ , Tt ≤<<τ0 , { } nx R⊂ξ, , таку, що

( ) ( ) ( )∫≡
n

dxtZxtu
R

ξξϕξτ ,;,, , ( ) ( ]Txt ,, τΠ∈ , (2)

є розв’язком рівняння (1), який задовольняє умову

( ) ( )xxtu t ϕτ ==, , nx R∈ , (3)

для будь–якого числа ( )T,0∈τ і довільної неперервної та обмеженої функції

CR →n:ϕ .

Одним із основних результатів статті є

Теорема 1. Правильні такі твердження:
1) існує єдиний ФР ( )ξτ ,;, xtZ , Tt ≤<<τ0 , { } nx R⊂ξ, , задачі Коші для

рівняння (1);
2) для функції Z справджується формула

( ) ( ) ( ) ( )∗∗+=
∗∗ Γ=++ ξτξττξξτ

,,,,,,
,,,;,

xtiWxtWS
StiixxtZ , Tt ≤<<τ0 , { } nxx R⊂∗∗ ξξ ,,, ,

де ( ) ( )( )41,1,,,,,,, ≤≤≤≤≡ lnjxtWxtW llj ξτξτ , ( ) ( )( ) ( )[ ] ( )
b

l
ljljlj tBtxxtW 2

1
1,,,,, −−−−≡ τξτξτ ,

а ( )St ,,τΓ , ( ) n
llj lnjSS C∈≤≤≤≤≡ 41,1, , за фіксованих t і τ є цілою функцією

аргументів, ljS порядку зростання q і такого ж порядку спадання за дійсних

значень аргументів;
3) правильні оцінки

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )∗∗−∗∗∗∗ ≤++∂+++∂ ξτξττξξτξξτ ξ ,;,,;,,,;,,;,
1

xtExtEtBCiixxtZiixxtZ c
d
c

M
k

kk
x

k ,

Tt ≤<<τ0 , { } nxx R⊂∗∗ ξξ ,,, , nk +∈ Z , (4)

де 0>kC , 0>c , 01 <c , і Rd ∈ ;



ПРО ФУНДАМЕНТАЛЬНИЙ РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧІ КОШІ 19

4) ФР Z має властивість нормальності, а також для нього правильна

формула згортки

( ) ( ) ( )∫=
n

dZxtZxtZ
R

λξτλγλγξτ ,;,,;,,;, , Tt ≤<<< γτ0 , { } nx R⊂ξ, ; (5)

5) у випадку слабкого виродження, тобто коли інтеграл

( )∫
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(6)

збігається, оцінки (4) та рівність (5) виконуються й за 0=τ , а оцінну функцію d
cE в

(4) можна замінити на cE .

Як і для вироджених параболічних рівнянь з меншою кількістю змінних [ ,7,3

]10 , побудову ФР задачі Коші для рівняння (1) виконують за допомогою методу
перетворення Фур’є, згідно з яким розв’язок задачі (1), (3) шукаємо у вигляді

( ) ( )[ ]( )( )xttvFxtu ,,, 1 ξ−= , ( ) ( ]Txt ,, τΠ∈ .

Для знаходження функції v одержуємо таку задачу Коші з частинними
похідними першого порядку:

( ) ( )
( )

( )( ) ( ) ( ) 0,0
20

1

4

2 1

11

1

1

11
=














−














−∂+∂ ∑∑∑

≤<= =
−

ξξξβα ξ tvtaitatt
bk

k
k

l

n

j
ljt

l

jl
, ( ) ( ]T,, τξτ Π∈ ,

( ) [ ]( )ξϕξ τ
1, −

= = Ftv t , nR∈ξ .

Використовуючи для розв’язування цієї задачі метод характеристик і

виконуючи необхідні перетворення, отримуємо формулу (2) для розв’язку задачі (1),
(3). У цьому разі ФР Z визначена рівністю
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Отже, дослідження властивостей ФР Z зводиться до дослідження

властивостей функції Q . Виконавши його і використавши лему 1.1 з [ ]9 про

перетворення Фур’є цілих функцій, доведемо твердження 1-3 теореми 1. Твердження

4) можна довести стандартним способом [ ]9,7 за допомогою відповідної формули

Гріна–Остроградського.
Властивості ФР Z дають змогу дослідити коректну розв’язність

неоднорідного рівняння fLu = з початковою умовою ( ) ( )xxtu t ϕ==0, , nx R∈ , у

випадку слабкого виродження і без початкової умови, якщо є сильне виродження,
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тобто коли інтеграл (6) розбігається. Аналогічні результати для параболічних за І. Г.
Петровським рівнянь наведено в [ ]2 .

Якщо виродження слабке, то можна одержати для рівняння (1) результати, які
аналогічні наведеним у [ ]6,3,1 і стосуються інтегральних зображень та описання

множин початкових значень розв’язків. Щоб їх сформулювати, наведемо спочатку

означення необхідних норм і просторів.
Нехай cc << 00 , ( )41, ≤≤≡ laa l , де c – стала з оцінок (4), а числа la , 41 ≤≤ l ,
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Нехай ∞≤≤ p1 , ( )xtu , , ( ) [ ]Txt ,0, Π∈ , – задана комплекснозначна функція, яка

при кожному [ ]Tt ,0∈ вимірна за x . Для [ ]Tt ,0∈ означимо норми
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p
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і через ( )ak
pL ,0 , ∞≤≤ p1 , позначимо простір усіх вимірних функцій CR →n:ϕ , для

яких норма
( )ak

p

,0ϕ є скінченною. Нехай ( )akM ,0 – простір усіх комплекснозначних

узагальнених мір µ , які визначені на σ –алгебрі борельових множин простору nR і

задовольняють умову
( ) ( )( ) ( )∫ ∞<≡ −

n

xdxa
ak

R

µφµ 1,0
,,0 ,

де µ . – повна варіація µ .

Приймемо ще
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У наступних теоремах припускаємо, що інтеграл (6) збігається.
Теорема 2. Для будь–яких функцій ( )ak

pL ,0∈ϕ , ∞≤≤ p1 , і узагальненої міри

( )akM ,0∈µ формули
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визначають єдині розв’язки рівняння (1) у шарі ( ]T,0Π , які мають такі властивості:

існує стала 0>C , не залежна від ϕ та µ і така, що

( ] ( ) ( ) ( )ak
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atk
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CtuTt

,0,
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0
−

правильні співвідношення
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xdxdxxtux
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R R

µψψ ,lim 0
0

,

де ( )aTsL ,
1
− – простір вимірних функцій CR →n:ψ , для яких є скінченною норма

( ) ( ) ( )( ) ( )nRL

aTs
xaTsx

1
,,,0

,

1
φψψ ≡−

,

а ( )aTsC ,
0
− – простір неперервних функцій CR →n:ψ таких, що при ∞→x

( ) ( )( ) 0,,,0 →xaTsx φψ .

Теорема 3. Нехай u – розв’язок рівняння (1) у шарі ( ]T,0Π , який задовольняє

умову

( ] ( ) ( )
CtuTt

atk

p
≤⋅∈∀ ,

,:,0 (9)

з деякими 0>C і ∞≤≤ p1 . Тоді при ∞≤< p1 існує єдина функція ( )ak
pL ,0∈ϕ , а при

1=p – єдина узагальнена міра ( )akM ,0∈µ такі, що розв’язок u можна зобразити,

відповідно, у вигляді (7) і (8).
Наслідок. З теорем 2 і 3 випливають такі твердження:
1) простори ( )ak

pL ,0 , ∞≤< p1 , і ( )akM ,0 є множинами початкових значень

розв’язків рівняння (1) тоді і тільки тоді, коли розв’язки задовольняють умову (9)
при ∞≤< p1 і 1=p , відповідно;

2) для зображення розв’язків рівняння (1) у вигляді (7) чи (8) з ( )ak
pL ,0∈ϕ ,

∞≤< p1 , і ( )akM ,0∈µ необхідно й досить, щоб виконувалась умова (9).

Доведення теорем 2 і 3 досить громіздкі, вони потребували розвитку методик,
викладених в [ ]6,1 .
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ON FUNDAMENTAL SOLUTION OF THE CAUCHY PROBLEM FOR ONE
DEGENERATE PARABOLIC EQUATION

O. Voznyak

Ternopil Academy of National Economy
Lvivska str, 11, Ternopil, 46004, e-mail: ovz@tanet.edu.te.ua

The one class of the degenerate parabolic equations are considered. Fundamental solution of
the Cauchy problem for such equations are constructed, his properties are investigated, and some
applications of these properties are obtained. Separately, necessary and sufficient conditions are
found under which solutions of the homogeneous equations are represented in the form of Poisson’s

integrals of the functions or generalized Borel measures from special spaces ( )ak
pL ,0 , ∞≤< p1 , and

( )akM ,0 .

Key words: degenerate parabolic equations; fundamental solution of the Cauchy problem, correct
solvability of the Cauchy problem, integral representation.
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